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-

Montrer que le concept de contraintes de Cauchy résiste

Motivations

-

mal a I'hnomogénéisation.

© o o o o 0

1) Contraintes de Cauchy

2) Inadaptation en cas de forces d’arétes

3) Inadaptation en cas de matériaux de second gradient
4) Exemples 1D

5) Premier exemple 3D

6) Matériaux atteignables par homogéeneisation
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Contraintes de Cauchy

- N

Un concept a la base de la mécanique des milieux continus.
Décrit les actions mecaniques exercees par une partie du
materiau sur la partie voisine.
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-

Un concept a la base de la mécanique des milieux continus.

Contraintes de Cauchy

-

Décrit les actions mecaniques exercees par une partie du
materiau sur la partie voisine.

Hypotheses de la construction de Cauchy :

K

H1) Actions représentables par une densité surfacique
F de forces sur la frontiere X de séparation.

H2) F' depend de la position x et de I'orientation n de la
frontiere : F(x,n).

H3) F' est continue en z.

H4) I'action de F' sur un volume fermé est equilibrée par

une densité volumique (forces a distance ou d’inertie)
bornée.

|
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Contraintes de Cauchy

- N

Théoreme de Noll (1973): H2 est entrainée par
® H2') F(x,) est bornée.



Contraintes de Cauchy

- N

Théoreme de Noll (1973): H2 est entrainée par
® H2') F(x,) est bornée.
Principe de la démonstration de Cauchy : considérer

#® un volume tendant vers z€éro : la dépendance en x devient
négligeable. Les quantités volumiques aussi et I'action de F’
s’auto-équilibre.

# un tétrahedre dont trois faces sont de directions fixées
(ainsi F'y est fixée) et la quatrieme face de direction n
variable : réquilibre entraine que sur cette face F'(x, n) dépend
linéairement de n.

o |
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Contraintes de Cauchy

- N

Théoreme de Noll (1973): H2 est entrainée par
® H2') F(x,) est bornée.
Principe de la démonstration de Cauchy : considérer

#® un volume tendant vers z€éro : la dépendance en x devient
négligeable. Les quantités volumiques aussi et I'action de F’
s’auto-équilibre.

# un tétrahedre dont trois faces sont de directions fixées
(ainsi F'y est fixée) et la quatrieme face de direction n
variable : réquilibre entraine que sur cette face F'(x, n) dépend
linéairement de n.

LRésultat . Il existe un tenseur o(z) tel que F(z,n) = o(x) - nJ
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Forces d’arétes

- N

Si on considere la présence d’'une densite F de forces le
long des arétes le resultat de Cauchy n’est plus valable.

o |
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Forces d’arétes

- N

Si on considere la présence d’'une densite F de forces le
long des arétes le resultat de Cauchy n’est plus valable.

Renforcons I'hypothese H4 par

o H4’) Pour tout champ régulier de vitesse V, la
puissance des actions mécaniques de surface et
d’arétes sur un volume fermé est equilibrée par une
densité volumigue (puissance forces a distance ou
d’'inertie) bornee.
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Forces d’arétes

- N

Si on considere la présence d’'une densite F de forces le
long des arétes le resultat de Cauchy n’est plus valable.

Renforcons I'hypothese H4 par

o H4’) Pour tout champ régulier de vitesse V, la
puissance des actions mécaniques de surface et
d’arétes sur un volume fermé est equilibrée par une
densité volumigue (puissance forces a distance ou
d’'inertie) bornee.

On montre [F. Dell'lsola, P. S., 1997] alors gque la présence
de forces de surface et d’arétes seules est impossible : aux
forces d’arétes est forcement lié un nouveau type

d’interaction de surface G dont la puissance est [, G - 5~
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Forces d’arétes

c/N

Figure 1. Grooved surface close to a plane

Homogénéisation et contraintes de Cauchy — p.6/22



Forces d’arétes

- |

On montre un théoreme analogue a celui de Noll (sous des
hypotheses voisines) : G = G(x,n).
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Forces d’arétes

- |

On montre un théoreme analogue a celui de Noll (sous des
hypotheses voisines) : G = G(x,n).

Puis un theoreme similaire a celui de Cauchy : il existe un
tenseur (d’ordre 3) C tel que

G(x,n) = (C(x) -n)-n.
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Forces d’arétes

- |

On montre un théoreme analogue a celui de Noll (sous des
hypotheses voisines) : G = G(x,n).

Puis un theoreme similaire a celui de Cauchy : il existe un
tenseur (d’ordre 3) C tel que

G(x,n)=(C(x)-n)-n.
Le tenseur C représente aussi les forces d'arétes:

F(x,X)=(C(x) -ny) -v1+ (C(zx) -n2) - 1o
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Forces d’arétes

- |

On montre un théoreme analogue a celui de Noll (sous des
hypotheses voisines) : G = G(x,n).

Puis un theoreme similaire a celui de Cauchy : il existe un
tenseur (d’ordre 3) C tel que

G(x,n)=(C(x)-n)-n.
Le tenseur C représente aussi les forces d'arétes:
F(z,X) = (C(x) -n1) -1+ (Cz) - n2) - v

Un tenseur supplémentaire o est nécessaire pour
representer les forces de surface:

F(x,%)=0n—div°((C(z)-n)-(Id—n®n))
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Forces d’arétes

- |

On montre un théoreme analogue a celui de Noll (sous des
hypotheses voisines) : G = G(x,n).

Puis un theoreme similaire a celui de Cauchy : il existe un
tenseur (d’ordre 3) C tel que

G(x,n)=(C(x)-n)-n.
Le tenseur C représente aussi les forces d'arétes:
F(z,X) = (C(x) -n1) -1+ (Cz) - n2) - v

Un tenseur supplémentaire o est nécessaire pour
representer les forces de surface:

F(x,%)=0n—div°((C(z)-n)-(Id—n®n))

\_ Cette théorie, plus précise que celle de Cauchy, est-elle utile ? J
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Materiaux de second gradient

- -

Considerons dans un domaine 2, un matériau de champ de
deplacements u et dont la fonctionnelle d’énergie élastique
est ['(u). On suppose

® [ : L*Q,R3%) — [0, +oc], quadratique,

® F(u) > ||lull%: (coercivité),

® [ semi-continue inférieurement (topologie L?),
o

f est une densité volumique de forces externes (& L?).

o |
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Materiaux de second gradient

- -

Considerons dans un domaine 2, un matériau de champ de
deplacements u et dont la fonctionnelle d’énergie élastique
est ['(u). On suppose

® [ : L*Q,R3%) — [0, +oc], quadratique,
® F(u) > ||lull%: (coercivité),
® [ semi-continue inférieurement (topologie L?),

® f estune densité volumique de forces externes (& L?).
Une solution d’equilibre v existe, solution de

min{ F(u / ol
| |
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Materiaux de second gradient
fSupposons F' de la forme —‘

F(u) = /Q(oz -Vu)-Vu+ (8- VVu) - VVu

siu € H? et u = 0 sur une partie non négligeable du bord, F'(u) = +oo sinon.
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Materiaux de second gradient
fSupposons F' de la forme —‘

F(u) = /Q(oz -Vu) - Vu+ (8- VVu) - VVu

siu € H? et u = 0 sur une partie non négligeable du bord, F'(u) = +oo sinon.

Ecriture variationnelle : pour tout v admissible

/(2a-Vuo)-Vv—l—(2B-VVuo)-VVv—f-v:O
Q
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Materiaux de second gradient
fSupposons F' de la forme —‘

F(u) = /Q(oz -Vu)-Vu+ (8- VVu) - VVu

siu € H? et u = 0 sur une partie non négligeable du bord, F'(u) = +oo sinon.

Ecriture variationnelle : pour tout v admissible
a b
/(2a-Vuo)-Vv—l—(ZB-VVuO)-VVU—f-v:O
Q
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Materiaux de second gradient
fSupposons F' de la forme —‘

F(u) = /Q(oz -Vu) - Vu+ (8- VVu) - VVu

siu € H? et u = 0 sur une partie non négligeable du bord, F'(u) = +oo sinon.
Ecriture variationnelle : pour tout v admissible
a b
/9(204-Vu0)-Vv—l—(2B-VVuo)-VVv—f-v:O

Soit en intégrant par parties

/(—div(a)—l—div(div(b))—f)-v—l—/ ((a—div(b))-n)-v+((b.n).n).§_v_|_(b.n).vsv —0
Q2 oQ n
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Materiaux de second gradient
fSupposons F' de la forme —‘

F(u) = /Q(oz -Vu) - Vu+ (8- VVu) - VVu

siu € H? et u = 0 sur une partie non négligeable du bord, F'(u) = +oo sinon.
Ecriture variationnelle : pour tout v admissible
a b
/9(204-Vu0)-Vv—l—(2B-VVuo)-VVv—f-v:O

Soit en intégrant par parties

/(—div(a)—l—div(div(b))—f)-v—l—/ ((a—div(b))-n)-v+((b.n).n).§_v_|_(b.n).vsv —0
Q2 oQ n

Et en intégrant par parties sur le bord

L/Q( - )-v—I—/GQ[(a—div(b)).n—divs((b.n).([d_n@m))].U+((b,n),n)_2_24_/889((19%).”)”0 :ﬂ
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Materiaux de second gradient

- N

Equation d’Euler
div(a—div(b)) + f = 0 sur {2,
(a — div(b)) - n — div*((b-n) - (Id —n ®@n)) = 0 sur (9Q)"re,
(b-n)-n=0sur 0,
[[(b-n)-v]] =0 sur 002,
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Materiaux de second gradient

- N

Equation d’Euler
div(a—div(b)) + f = 0 sur {2,
(a — div(b)) - n — div*((b-n) - fId —n ®@n)) = 0 sur (9Q)"re,
(b-n)-n=0sur 0,
[[(b-n)-v]] =0 sur 002,

o = a — div(b) joue une partie du role du tenseur de
contraintes de Cauchy
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Materiaux de second gradient

- N

Equation d’Euler
div(a—div(b)) + f = 0 sur {2,
(a — div(b)) - n — div*((b-n) - fId —n ®@n)) = 0 sur (9Q)"re,
(b-n)-n=0sur 0,
[[(b-n)-v]] =0 sur 002,

o = a — div(b) joue une partie du role du tenseur de
contraintes de Cauchy
Force de surface dépendant de la courbure:
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Materiaux de second gradient
B -

Equation d’Euler
div(a—div(b)) + f = 0 sur {2,

(a = div(b)) - n — div* (b n) - fId —n @n)) = 0 sur (9Q)""*,
(b-n)-n =0 sur 05,
[(b-n)-v]] =0 sur 002,

o = a — div(b) joue une partie du role du tenseur de

contraintes de Cauchy
Force de surface dépendant de la courbure:
Action de surface G distribution du premier ordre:

o |
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Materiaux de second gradient

- N

Equation d’Euler
div(a—div(b)) + f = 0 sur {2,
(a — div(b)) - n — div*((b-n) - fId —n ®@n)) = 0 sur (9Q)"re,
(b-n)-n=0sur 0,
[[(b-n)-v]] =0 sur 002,

o = a — div(b) joue une partie du role du tenseur de
contraintes de Cauchy

Force de surface dépendant de la c ;
Action de surface G distribut! u premier ordre:
Force d’aréte:
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Exemples 1D

La poutre elastique en flexion
XARER

pa 7
Déplacement transverse u : u(0) = u(f) = 0.



Exemples 1D

La poutre elastique en flexion
XARER

o 2

Déplacement transverse u : u(0) = u(f) = 0.
Energie : F(u) = f(f k(u")? d.

|
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Exemples 1D

La poutre elastique en flexion
XARER

o 2

Déplacement transverse u : u(0) = u(f) = 0.
Energie : F(u) = f(f k(u")? d.
Equation d’équilibre : div(div(2ku”)) — f = 0 sur [0, £].

|
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Exemples 1D

La poutre elastique en flexion
XARER

= o
Déplacement transverse u : u(0) = u(f) = 0.
Energie : F(u) = f(f k(u")? d.
Equation d’équilibre : div(div(2ku”)) — f = 0 sur [0, £].
Conditions aux limites : ku” = 0 en 0 et ¢ S’interpréte en
termes de couple - concept familier.

|
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Exemples 1D

La poutre elastique en flexion
XARER

o 2

Déplacement transverse u : u(0) = u(f) = 0.

Energie : F(u) = f(f k(u")? d.

Equation d’équilibre : div(div(2ku”)) — f = 0 sur [0, £].
Conditions aux limites : ku” = 0 en 0 et ¢ S’interpréte en
termes de couple - concept familier.

Un modele similaire 3D peut-il étre obtenu par homogénéisation ?

|
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Exemples 1D
-

La poutre pantographe [uJ Alivert, FDell'lsola, P.S., 2003]

Déplacement transverse u, longitudinal w.
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Exemples 1D
-

La poutre pantographe [uJ Alivert, FDell'lsola, P.S., 2003]

Déplacement transverse u, Iongltudinal w.
Energie : fo kn(w")? da.
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Exemples 1D
-

La poutre pantographe [uJ Alivert, FDell'lsola, P.S., 2003]

Déplacement transverse u, Iongitudinal w.

Energie : fo kn(w")? da.
Equation d’ equmbre supplementalre ;
div(div(2kpw’)) — fr, = 0 sur [0, 4].
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Exemples 1D
- | -

La poutre pantographe [uJ Alivert, FDell'lsola, P.S., 2003]

Déplacement transverse u, Iongitudinal w.

Energie : fo kn(w")? da.

Equation d’ equmbre supplementalre ;

div(div(2kpw’)) — fr, = 0 sur [0, 4].

Conditions aux limites : k,w” = 0 (en 0 et /) s’interpréte en
termes de double force [p. cermain, 1973].

o |
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Exemples 1D
- -

La poutre pantographe [uJ Alivert, FDell'lsola, P.S., 2003]

Déplacement transverse u, Iongitudinal w.

Energie : fo kn(w")? da.

Equation d’ equmbre supplementalre ;

div(div(2kpw’)) — fr, = 0 sur [0, 4].

Conditions aux limites : k,w” = 0 (en 0 et /) s’interpréte en

termes de double force [p. cermain, 1973].
Un modele similaire 3D peut-il étre obtenu par homogénéisation ?

o |
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Premier exemple 3D

-

Matériau renforcé par des poutres

Xz &

tixed basis B

siu € H!' etu = 0on B, E-(u) = +oo sinon.
Différents ordres de grandeur pour les coefficients de Lamé
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Premier exemple 3D

-

Hypotheses géometriques :

. Te : 9
Iim — =0, I l =0
e =0 dnyelestrs

Hypotheses de rigidite :

A A
lim ,ng;} =1 >0, lim— =k
e—0 € e—0 Ug

o |
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Premier exemple 3D

-

Hypotheses géometriques :

.
lim - =0, lim &%1 —
61—I>I(1) E ’ 61—I>I(l)€ Og(?“g) .

Hypotheses de rigidite :

A A
lim ,ug;} =1 >0, lim— =k
e—0 € e—0 Ug

Résultat [c.pideri, Ps., 1997 . E. I"-converge vers

Ao 2 2 q [ 0%ur o O%uz .,
Bo) = [ 152 ur(e)? + poeuw?ae + [ 415024 (22 do
Siu € Hl 62—’% c LQ,Ug :Opp danSQ,u: Ou_ :Opp sur B. (q: %31434—2

1 1) J
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Matériaux atteignables

-

Résultat (. camar-Eddine, P S., 2003]: En dimension 3, toute
énergie quadratique positive objective et semi-continue
iInférieurement résulte de '’homogeneisation d’une suite
d’énergies élastiques isotropes.

De plus, dans cette suite, le coefficient de Poisson (ou le
rapport A/u) peut étre fixe librement.

En particulier, les énergies de second gradient considerées
précedemment sont atteignables.

|
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Matériaux atteignables

Convergence utilisée : F,,—F signifie
i) Borne inférieure : V(uy,) convergeant faiblement vers u dans L2 (€2, R3),

liminf Fy, (un) > F(u) .

ii) Borne supérieure : Pour tout u dans L2 (€2, R3), il existe une suite approximante (u.,)
convergeant vers u fortement L2 (02, R3) telle que

lim sup Fp, (un) < F(u) .

n—oo

iii) Deuxiéme borne supérieure : Pour tout « dans H! (2, R3), il existe (u,) convergeant vers u
fortement dans H' (2, R3) telle que

lim sup Fy, (un) < F(u) .

n—oo

Cette convergence est forte => Mosco-convergence (L2 et H') => I'-convergence.
=> convergence des solutions d’équilibres sous l'action de forces raisonnables.
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Matériaux atteignables
fAvantages : T

# topologie metrisable -> principe de diagonalisation
utilisable,

® convergence résistante a I'addition de perturbations H*
continues,

# possibilité d’une approche par étapes.

o |
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Matériaux atteignables

Fonct. quzyra. objectives EI&)iques(coef. Poisson fixé) Elzjiques Second/gradient

Vs

Se—

<\

[ &=/

L
/2

Fonct. continues Discretes Discretesrangl Elémentaires

Démarche : passer successivementde E, a Lo, L,, D,, C puis a Q.
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Matériaux atteignables

- N

Continues : [ [, q(u(z) — u(y)) ® (u(z) — u(y)) du(x, y) ol u est une mesure a valeurs
matricielles.

o |
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Matériaux atteignables

- N

Continues : [ [, q(u(z) — u(y)) ® (u(z) — u(y)) du(x, y) ol u est une mesure a valeurs
matricielles.

Discretes : Dy (5.),4(w) = [ q(u(z1 + x), u(x2 +x),...,u(zp + x))g(x) dzx O ¢ est une
forme quadratique positive sur (R3)P.

o |
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Matériaux atteignables
=

Continues : [ [, q(u(z) — u(y)) ® (u(z) — u(y)) du(x, y) ol u est une mesure a valeurs
matricielles.

Discretes : Dy (5.),4(w) = [ q(u(z1 + x), u(x2 +x),...,u(zp + x))g(x) dzx O ¢ est une
forme quadratique positive sur (R3)P.

Discrétesde rang 1 : L(y,) (z.),q (1) == [5 (3P fi-u(m + x))2 g(x) dx.

o |
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-

Matériaux atteignables

-

Continues : [ [, q(u(z) — u(y)) ® (u(z) — u(y)) du(x, y) ol u est une mesure a valeurs
matricielles.

Discretes : Dy (5.),4(w) = [ q(u(z1 + x), u(x2 +x),...,u(zp + x))g(x) dzx O ¢ est une
forme quadratique positive sur (R3)P.

Discrétesde rang 1 : L(y,) (z.),q (1) == [5 (3P fi-u(m + x))2 g(x) dx.
2
Elémentaires : S(;, 2,).4(®) = [5 ((u(xl +z) —u(z2 + ) - TA=—22 ) g(x) dx

|1 —x2]|

|
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Matériaux atteignables

- N

Continues : [ [, q(u(z) — u(y)) ® (u(z) — u(y)) du(x, y) ol u est une mesure a valeurs
matricielles.

Discretes : Dy (5.),4(w) = [ q(u(z1 + x), u(x2 +x),...,u(zp + x))g(x) dzx O ¢ est une
forme quadratique positive sur (R3)P.

Discrétesde rang 1 : L(y,) (z.),q (1) == [5 (3P fi-u(m + a;))2 g(z)de.
2
Elémentaires : S(;, 2,).4(®) = [5 ((u(xl + ) —u(x2 + x)) - M) g(x) dx

|1 —x2]|

® [étape C— > Q est classique : pour tout F' dans @ sa régularisée de Moreau-Yosida
Fy(u) := inf, F(v) + n||lu — v||? est continue et -converge vers F.

o |
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Matériaux atteignables

- N

Continues : [ [, q(u(z) — u(y)) ® (u(z) — u(y)) du(x, y) ol u est une mesure a valeurs
matricielles.

Discretes : Dy (5.),4(w) = [ q(u(z1 + x), u(x2 +x),...,u(zp + x))g(x) dzx O ¢ est une
forme quadratique positive sur (R3)P.

Discrétesde rang 1 : L(y,) (z.),q (1) == [5 (3P fi-u(m + a;))2 g(z)de.
2
Elémentaires : S(;, 2,).4(®) = [5 ((u(xl + ) —u(x2 + x)) - M) g(x) dx

|1 —x2]|

® [étape C— > Q est classique : pour tout F' dans @ sa régularisée de Moreau-Yosida
Fy(u) := inf, F(v) + n||lu — v||? est continue et -converge vers F.

® |étape D,— > C consiste a discrétiser la mesure p.

o |
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Matériaux atteignables

- N

Continues : [ [, q(u(z) — u(y)) ® (u(z) — u(y)) du(x, y) ol u est une mesure a valeurs
matricielles.

Discretes : Dy (5.),4(w) = [ q(u(z1 + x), u(x2 +x),...,u(zp + x))g(x) dzx O ¢ est une
forme quadratique positive sur (R3)P.

Discretes derang 1 : Lt (x,).g(w) == [5 (3251 fi - u(zs + :1;))2 g(z) dz.

2
Elémentaires : S(;, 2,).4(®) = [5 ((u(xl + ) —u(x2 + x)) - M) g(x) dx

|1 —x2]|

® [étape C— > Q est classique : pour tout F' dans @ sa régularisée de Moreau-Yosida
Fy(u) := inf, F(v) + n||lu — v||? est continue et -converge vers F.

® |étape D,— > C consiste a discrétiser la mesure p.

°

Les etapes Lo— > L,— > D, consistent
& a construire des “treillis” adaptés dont les noeuds forment des réseaux de boules.

& jouer sur la capacité de ces réseaux pour qu’ils restent connectés ou non a la
matrice par homogénéisation.

o |
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Matériaux atteignables

- N

® létape E,— > Lo est un resultat d’homogeénéisation:

Xo C Homogénéisation et contraintes de Cauchy — p.20/22



°

e o0 o

Matériaux atteignables
-

Ordre de grandeur du diamétre des cylindres r, : limy, oo n 3| Inry,| = + 00
(capacité limite nulle) *

1

iame no._ 1 |22 —z1||n> 2 A ) ,

Diameétres exacts r7 := ry N =) Jon g(x)dz ) = réglent l'interaction.
I

Centres des boules réglés pour éviter toute collision.
Rayon des boules : n—2 (capacité limite infinie).
Rigidité du matériau :

—1/2

n dans la matrice,

an(z) =4 _, 5

T, nT dans les fibres.

|
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Matériaux atteignables
-

j

Ordre de grandeur du diamétre des cylindres r, : limy, oo n 3| Inry,| = + 00
(capacité limite nulle) *

N~

ame - 1, llza—w|n® : ’ -

® Diamétres exacts r7 :=ry, (\/H + fT(HlU)” fC? g(a:)da;) réglent l'interaction.
® Centres des boules réglés pour éviter toute collision.
® Rayon des boules : n~2 (capacité limite infinie).
® Rigidité du matériau :

n—1/2 dans la matrice,

an(z) =4 _,
r“n~3 dans les fibres.

Théoréme : la suite E,,, . (u) := / an () <||e(u)||2 -+ ﬁtr(e(u)F) dx T-converge
Q — 2u

vers S(wl,m),g'

o |
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Conclusion

- N

L’homogénéisation (a fort contraste) relie les matériaux, du
plus classique au plus exotique.

Il est Iégitime d'attendre de la mécanique des milieux
continus une bonne “résistance” a ’'hnomogéneéisation.

On ne peut se limiter a la description de Cauchy des
actions mecaniques de contact.

o |
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